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Аннотация
В работе представлены численные результаты исследования изгиба и устойчивости сферических
сегментов и круглых пластин, находящихся под действием давления нагретой или охлажденной сжима-
емой жидкости (рабочей среды взрывоопасного аппарата). Рассмотрены случаи, когда рабочие темпе-
ратуры существенно отличаются от начальной температуры.
Ключевые слова: тонкостенные элементы, изгиб и устойчивость, давление жидкости, критическая
температура.
Summary
Numerical results for the study of bending and stability of spherical segments and circular plates under
a pressure of heated or cooled compressed liquid (the working environment of explosive device) have been
presented. Cases, when the working temperature is significantly different from the initial temperature, have
been considered.
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Введение.
В нелинейной теории пластин и оболочек многие задачи после достижения параметрами критиче-
ских значений (точек бифуркации, предельных значений) имеют разрывные решения, что соответствует
результатам экспериментальных исследований устойчивости тонкостенных элементов конструкций [1].
Процессы деформирования тонких пластин и оболочек усложняются в случае действия термосилового
нагружения. В работе установлено, что в термосиловой задаче при учете влияния сжимаемости жидко-
сти на давление на тонкие сферические сегменты и круглые пластины наблюдаются разрывные решения
соответствующих нелинейных краевых задач.
1. Постановка задачи и метод решения.
Рассматриваются нелинейный изгиб и устойчивость тонкого сферического сегмента под действием
давления жидкости с выпуклой стороны оболочки. Невесомая сжимаемая жидкость находится в гермети-
чески закрытой емкости с жесткими стенками (рис.1). Давление в емкости создается медленной подачей
жидкости. Характеристики сферического сегмента: R – радиус сферы, h – толщина, H0 – глубина
полюса по отношению к основанию, a – радиус основания. Вводятся координатные линии: меридиа-
ны s ,0 6 s 6 sN ; внешняя нормаль z к срединной поверхности, −h/2 6 z 6 h/2; r = R sin θ
– радиус параллели, 0 6 θ 6 θN – угол между осью вращения x и нормалью z .Характеристики
жидкости:M0, V0, p0, T0 – масса, объем, давление и температура в ненапряженном состоянии сегмен-
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Рис. 1: Сферический сегмент
та; m,V, p, T – масса дополнительно поданной в емкость жидкости, соответствующее изменение объема
емкости, установившиеся в ней давление и температура. Температура сегмента совпадает с температурой
жидкости.
Принимается, что давление p в емкости в процессе всего нагружения изменяется по адиабатическому
закону [2]:
p = p0
(
1 +m/M0
1 + V/V0
)γ
, (1)
где γ – показатель адиабаты. Таким образом, в данной задаче параметром нагружения будет служить
масса подаваемой в емкость жидкости m .
Используются соотношения термосиловой задачи теории оболочек, описывающие моментное, гео-
метрически и физически нелинейное напряженно-деформированное состояние (НДС) при умеренных по-
воротах [3] под действием давления на оболочку P = p−p0 и разности температур T−T0 . При существен-
ном отличии рабочих температур мембраны от начальной температуры T0 возникает необходимость учета
зависимости свойств материала от действующей температуры T . При этом в соотношениях термосило-
вой задачи нужно использовать средний коэффициент линейного температурного расширения в интервале
[T0, T ] [4]. Зависимость напряжений от деформаций представляется по теории малых упругопластиче-
ских деформаций [5] для сжимаемого материала с диаграммой линейного упрочнения с коэффициентом
упрочнения λ , модулем упругости E , коэффициентом Пуассона ν , пределом текучести σS , средним
коэффициентом линейного температурного расширения α˜ . В соотношениях задачи учтена зависимость
характеристик материала от температур T0, T :
E = E(T ), σS = σS(T ), α˜ = α˜(T0, T ). (2)
Для вектора разрешающих функций [6] Y = (T ∗11, Q
∗
1,M11, P, u, w, ϑ1, B)
′ , где T ∗11, Q
∗
1 – мериди-
ональное и перерезывающее усилия, M11 – изгибающий момент, u – касательное перемещение, ϑ1 –
поворот нормали, B(s) – функция изменения объема из-за прогиба оболочки w(s) :
B(s) = 2pi
S∫
0
wrds,B(0) = 0, B(sN) = V, (3)
получена нелинейная разрешающая система уравнений:
dY
ds
= A(s)Y + F(s,Y) + ∆T(s), 0 6 s 6 sN . (4)
Здесь A(s) – матрица коэффициентов размерности 8x8 , F(s,Y) – вектор геометрически и физически
нелинейных членов 8x1, ∆T(s) – вектор температурных членов 8x1, содержащий выражения α˜(T − T0) .
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У основания оболочки s = sN рассматриваются условия жесткой заделки:
u = 0, w = 0, ϑ1 = 0. (5)
К условиям при s = sN добавляется нелинейная зависимость между неизвестными P и V , приближенно
следующая из (1) с учетом (3):
P + p0(1 +m/M0)
γγV/V0 = −p0 + p0(1 +m/M0)
γ
·
(6)
·[1 + γ(γ + 1)(V/V0)
2/2− γ(γ + 1)(γ + 2)(V/V0)
3/6].
Вработе [6] предложен алгоритм численного решения нелинейной краевой задачи (4)–(6) на основе поша-
гового процесса по параметру ml/M0, l = 1, 2, . . . , L . При численном решении задачи вместо (6) может
быть реализован крайний случай нагружения, когда задано изменение объема оболочки в процессе де-
формации:
Vi+1 = Vi +∆V, i = 1, 2, . . . , J. (7)
Далее приводятся результаты расчетов, в которых p0 принимается равным атмосферному давлению, T0 =
20oC .
2. НДС сферического сегмента.
При вычислениях принято (рис. 1): a = 100мм, h = 0, 3мм, H0 = 18мм, H = 2H0 , sN = 102, 147
мм, γ = 7 , ν = 0, 3 , λ = 0, 9 . Материал сегмента – нержавеющая сталь 12Х18Н10Т; E0 = 2, 03 · 105
МПА.
На рис. 2 представлены зависимости параметра нагрузки P/E0 от прогиба в полюсе w/h для темпе-
ратур T = −250, 20, 500oC . Сплошными линиями представлены данные для граничных условий (5), (7),
когда нет учета влияния сжимаемости жидкости на давление (6). Наблюдаются нагрузки волнообразо-
вания по параллели PH и верхние предельные нагрузки PB . При решении задач с учетом условия (6) с
ростом подачи жидкости в емкость m/M0 оболочки выворачиваются хлопком со значительным снижени-
ем давления Pc и увеличением прогибов и напряжений. Пути хлопков изображены штриховыми линиями.
Рис. 2: Зависимости P (w) в полюсе сегмента: 1− T = −250oC ; 2− T = 20oC ; 3− T = 500oC .
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3. НДС круглой пластины.
При вычислениях принято (рис. 1): a = 25мм,h = 1мм,H0 = 0 , γ = 7 , ν = 0, 3 , λ = 0, 9 . Ма-
териал пластины – титановый сплав ВТ5-1, E0 = 1, 09 · 105 МПА. При этих данных пластина теряет
устойчивость от сжимающих усилий [7]:
T crit11 = T
crit
22 = −1, 223
Eh3
(1− ν2)a2
.
Усилия при постоянной температуре T равны [3]:
T temp11 = T
temp
22 = −Eh
α˜
1− ν
(T − T0).
Тогда для рассматриваемой пластины при зависимости характеристик материала от температур (2) кри-
тическая температура будет:
T crit = 1, 223
1
α˜(1 + ν)
h2
a2
+ T0 = 188, 4
oC. (8)
На рис. 3a приведены зависимости параметра нагрузки P/E0 от прогиба в полюсе w/h при H =
a , граничных условиях (5), (6). Видно монотонное поведение кривых P (w) при температурах T =
−196, 20, 180oC , меньших критической температуры (8). Отмечены точки, в которых интенсивность на-
пряжений σi =
√
σ211 + σ
2
22 − σ11σ22 достигает некоторых характерных значений. Вычисления показали,
что при граничных условиях (5), (7) зависимости P (w) на рис. 3a не изменяются.
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Рис. 3: Зависимости P (w) в полюсе пластины для разных температур.
Картина НДС изменяется для температуры, большей критической (8). На рис.3б показана зависи-
мость P (w) , полученная при различных условиях нагружения (6), (7), различных размерах емкости H/a ,
температуре T = 200oC . Сплошная линия соответствует нагружению (7), при котором не учитывается
взаимодействие пластины со сжимаемой средой. Ветви этого гладкого решения OB1B2B3BA (V 6 0) и
OHC1C2C3D (V > 0) антисимметричны относительно начала координат и имеют экстремальные точки
В и Н. При учете взаимодействия со сжимаемой средой (6), m/M0 > 0 решение развивается со скач-
ком с левой ветви на правую: для H=0,2a – OB1C1C2C3D , для H=0,5a – OB1B2C2C3D , для H=a –
OB1B2B3C3D . При меньшем объеме нагружающей среды скачок происходит к более близкой точке на
сплошной кривой.
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